
 

 Page 1 of 1 

Federation University ResearchOnline 

https://researchonline.federation.edu.au 

Copyright Notice 

 

© 2019. This manuscript version is made available under the CC-BY-NC-ND 

4.0 license http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/ 

 
 
Guo, H, Ooi, E.T, Saputra, A.A, Yang, Z, Natarajan, S, Ooi, E.H, & Song, C. (2019). A 
quadtree-polygon-based scaled boundary finite element method for image-based 
mesoscale fracture modelling in concrete. Engineering Fracture Mechanics, 211, 420–
441. 
 
 
 
 
Which has been published in final form at: 
https://doi.org/10.1016/j.engfracmech.2019.02.021  

 
 

CRICOS 00103D RTO 4909   

See this record in Federation ResearchOnline at: 
https://researchonline.federation.edu.au/vital/access/manager/Index  



❆ ◗✉❛❞tr❡❡✲P♦❧②❣♦♥✲❇❛s❡❞ ❙❝❛❧❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t

▼❡t❤♦❞ ❢♦r ■♠❛❣❡✲❇❛s❡❞ ▼❡s♦s❝❛❧❡ ❋r❛❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐♥

❈♦♥❝r❡t❡

❍✳ ●✉♦
❛
✱ ❊✳ ❚✳ ❖♦✐

❜
✱ ❆✳ ❆✳ ❙❛♣✉tr❛

❝
✱ ❩✳ ❨❛♥❣

❞
✱ ❙✳ ◆❛t❛r❛❥❛♥

❡
✱ ❊✳ ❍✳ ❖♦✐

❢
✱ ❈✳ ❙♦♥❣

❝

❛❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ▼✐♥✐♥❣ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❈❡♥tr❛❧ ❙♦✉t❤ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✹✶✵✵✽✸✱ ❍✉♥❛♥✱ ❈❤✐♥❛

❜❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✫ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❋❡❞❡r❛t✐♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❇❛❧❧❛r❛t

❱■❈✸✸✺✵✱ ❆✉str❛❧✐❛

❝❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❈✐✈✐❧ ✫ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❚❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆❡✇ ❙♦✉t❤ ❲❛❧❡s✱ ❙②❞♥❡② ◆❙❲

✷✵✸✷✱ ❆✉str❛❧✐❛

❞❘❡s❡❛r❝❤ ❈❡♥tr❡ ❢♦r ❇✉✐❧t ❛♥❞ ◆❛t✉r❛❧ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❈♦✈❡♥tr② ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ❈♦✈❡♥tr②✱ ❈❱✶ ✷❏❍✱

❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠

❡■♥t❡❣r❛t❡❞ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▲❛❜✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ■♥❞✐❛♥

■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ▼❛❞r❛s✱ ❈❤❡♥♥❛✐✱ ✻✵✵✵✸✻✱ ■♥❞✐❛

❢❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ▼♦♥❛s❤ ❯♥✐✈❡rs✐t②✲▼❛❧❛②s✐❛✱ ❇❛♥❞❛r ❙✉♥✇❛② ✹✼✺✵✵ ❙❡❧❛♥❣♦r✱ ▼❛❧❛②s✐❛

❆❜str❛❝t

❆ q✉❛❞tr❡❡✲♣♦❧②❣♦♥ s❝❛❧❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✐♠❛❣❡✲❜❛s❡❞

♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❉✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s r❡♣r❡s❡♥t✲
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❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦ ♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❳✲r❛② ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡

❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞✐s❝r❡t✐s❡❞ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ q✉❛❞tr❡❡

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✜♥✐t❡

❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✳
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♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ✐♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛r❡

❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r❡s❡r✈❡❞ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛♥❣✐♥❣ ♥♦❞❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝

✶



✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r②

s✐❞❡❞ ♣♦❧②❣♦♥s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧ t②♣❡s

✐♥ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✉s✐♥❣

❝♦❤❡s✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❧❛✇s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♦❢

t❤❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✳ P❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s s✉❜❥❡❝t❡❞

t♦ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡✳❣✳ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s✐③❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♣♦r♦s✐t② ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛t t❤❡

♠❡s♦✲s❝❛❧❡✳ ▼❡s♦s❝❛❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❳✲r❛② ❝♦♠♣✉t❡❞

t♦♠♦❣r❛♣❤② s❝❛♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐ts ❢❡❛s✐❜✐❧✐t②✳

❑❡②✇♦r❞s✿ s❝❛❧❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞❀ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡❀ ❢r❛❝t✉r❡❀ q✉❛❞tr❡❡❀ ♣♦❧②❣♦♥❀

✐♠❛❣❡✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s❀ ❝♦♥❝r❡t❡

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❤❡♥ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t s❤♦rt❡r ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❜r♦❦❡♥ ❞♦✇♥ ✐♥t♦

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✳ ❚❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✐s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛t

t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡✳ ❆t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡✱ ❝♦♥❝r❡t❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ ♠✉❧t✐✲♣❤❛s❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t

❝♦♠♣r✐s❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡♠❡♥t ♣❛st❡ ✭♠♦rt❛r✮ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❧❡❛❞✐♥❣

t♦ ❛ ❤✐❣❤❧② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❜✐♥❞✐♥❣

✐ts ✈❛r✐♦✉s ♣❤❛s❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ♦✈❡r❧♦♦❦❡❞ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✳

❚❤❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ♥❡❣❧❡❝ts ♠❛♥② ♦❢

t❤❡ ❦❡② ❛s♣❡❝ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✐ts ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts ❝❛♥ ❜❡

❜❡tt❡r st✉❞✐❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐s ❛♥❛❧②s❡❞ ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡✳

❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛♠❛❣❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦❝r❛❝❦s✱

t❤❡✐r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥t♦ ♠❛❥♦r ❝r❛❝❦s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡

♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞✴♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛t t❤❡

♠❡s♦s❝❛❧❡ r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛❝r♦s❝❛❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡s

❤❛s s❡❡♥ ♥✉♠❡r♦✉s ❡✛♦rt ❞❡✈♦t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❡✳❣✳

❬✸✱ ✺✵✱ ✺✹✱ ✹✽✱ ✸✷✱ ✶✻❪✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛♥♥❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞♦♣ts ❛♥

✐♠♣❧✐❝✐t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛t s♠❛❧❧❡r ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s t❤r♦✉❣❤

❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ✜❡❧❞s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❬✹✱ ✺✺✱ ✺✹❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞✐s❝r❡t✐s❡s t❤❡

✈❛r✐♦✉s ♣❤❛s❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐s t❤❡♥

✷



♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❢♦❝✉s

♦❢ t❤✐s st✉❞②✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✐s ❜❡✐♥❣ ❛❞♦♣t❡❞✳ ▼❛♥②

t②♣❡s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❧❛tt✐❝❡

♠♦❞❡❧s ❬✸✻✱ ✸✺✱ ✶✸❪✱ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧s ❬✷✼✱ ✷✺✱ ✹✺❪ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧s ❬✺✶✱ ✶✻✱ ✸✷❪✳

❚❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❡✳❣✳ ❜❡❛♠s ❛♥❞ tr✉ss t♦

❢♦r♠ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❝♦♥✲

❝r❡t❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ❡❧❡♠❡♥ts ✭♠♦rt❛r ♦r

❛❣❣r❡❣❛t❡✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✬ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝✲

t✉r❡✳ ▲❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛t t❤❡

♠❡s♦s❝❛❧❡ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣s ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t✇♦✲ ❛♥❞ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❬✸✺✱ ✶✾✱ ✸✽✱ ✶✵✱ ✸✼❪✳ ❋r❛❝t✉r❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡✳❣✳ r❡♠♦✈✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts

t❤❛t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ❬✸✺❪✱ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧s ❬✼❪ ❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ ♥♦❞❡s

❬✶✵❪✳ ▲❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧s ♦✛❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❜❡❛♠ t❤❡♦r✐❡s

❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧❛tt✐❝❡ ✇❤❡r❡❛s ✐ts ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ✈❡r② ✜♥❡ ♠❡s❤ t♦

❛❝❝✉r❛t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ♠❡s❤ ❜✐❛s

✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐s❝s

❛♥❞ s♣❤❡r❡s ❬✻❪❀ ❛♥❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s

❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥t❛❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s r❡s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ r✐❣✐❞ ❜♦❞②

❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡✱ ❡❛❝❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t

♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦r ♠♦rt❛r ♣❤❛s❡✱

s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥t❡r✲♣❛rt✐❝❧❡ s♣r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦❤❡s✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❤❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ s♣r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❡♥❛❜❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ s♣r✐♥❣ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❜♦♥❞ str❡♥❣t❤✳ ■♥ t❤✐s

✇❛②✱ ❢r❛❝t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡

❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝r❡t❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ♠❛♥②

✐♥st❛♥❝❡s ❡✳❣✳ ❬✷✼✱ ✷✺✱ ✹✺❪✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❡♠❡♥t

♠♦❞❡❧s ❧✐❡ ✐♥ t❤❡✐r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❜✉t ✐♥❝✉r ❛ ♣❡♥❛❧t② ✐♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧s r❡q✉✐r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞

str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✐♥t❡r✲♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥t❛❝t st✐✛♥❡ss ♣r✐♦r t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❖♥ ❛♥♦t❤❡r ❢r♦♥t✱ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞

✭❋❊▼✮ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❡r✐❞②♥❛♠✐❝s ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❬✺✸❪✳ ❚❤❡

❡♥t✐r❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦✲str✉❝t✉r❡ ✭❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ ♠♦rt❛r✮ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞✐s❝r❡t✐s❡❞ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞

✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ✐♥ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡s♦✲str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉s✐♥❣

✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❡✳❣✳ ❬✷✸✱ ✹✵✱ ✹✽✱ ✸✷✱ ✶✻❪ ♦r ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❡✳❣✳

✸



❬✸✽✱ ✸✾✱ ✷✱ ✹✼❪ ♦r ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ✈✐❛ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❋❊▼ ❡✳❣✳ ❬✾❪✳

■♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ t❤r♦✉❣❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r

tr❛❝t✐♦♥✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❧❛✇s t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ t❤❡ ❜♦♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦rt❛r ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡

♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛r❡ ♣r❡✲✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡

✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡s❤ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❢r❛❝t✉r❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞

♦♥❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❉✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ③❡r♦✲t❤✐❝❦♥❡ss q✉❛❞r✐❧❛t❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❬✹✽❪ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♣r✐s♠❛t✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts

✭✻✲♥♦❞❡s ♦r ✽✲♥♦❞❡s✮ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❬✹✸✱ ✹✹❪✱ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛s♣❡❝t

r❛t✐♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ str♦♥❣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✸✷❪✳

❲❤❡♥ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❢r❛❝t✉r❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡❧❡♠❡♥ts✳

❆ ❞❛♠❛❣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ❛❝ts ❛s ❛ st✐✛♥❡ss

r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✇❤❡♥ ♠✐❝r♦❝r❛❝❦s ❛♥❞ ✈♦✐❞s ❝♦❛❧❡s❝❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡

❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s

✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❡r② t❤✐♥ r❡❣✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡

❛❣❣r❡❣❛t❡✳ ❆ ❤✐❣❤ ♠❡s❤ ❞❡♥s✐t② ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❬✷✹❪✳ ■♥

t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❋❊▼✱ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛

❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❢❛❝❡s✳ ❚r❛❝t✐♦♥✲s❡♣❛r❛t✐♦♥

❧❛✇s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❡♥r✐❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦❤❡s✐♦♥

❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❬✸✸❪✳

❚❤✐s st✉❞② ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ③❡r♦✲t❤✐❝❦♥❡ss ❝♦❤❡s✐✈❡ ✐♥t❡r✲

❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ♠♦❞❡❧ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t

♠❡t❤♦❞ ✭❙❇❋❊▼✮ ❬✹✷❪ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❝r❡t✐s❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦rt❛r ♣❤❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✲

❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✳ ❆ ♠❡s❤ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ s♦ t❤❛t ③❡r♦✲t❤✐❝❦♥❡ss

✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❛t

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✼❪ ❛♥❞ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✾❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❙❇❋❊▼ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞

t♦ ❞✐s❝r❡t✐s❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠♦rt❛r ✐s ❞✐s❝r❡t✐s❡❞ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts

❬✶✼❪ ♦r ♣♦❧②❣♦♥❛❧ s❝❛❧❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❬✹✾❪✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛ q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡s❤❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❙❇❋❊▼ ❬✷✻❪ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✳

◗✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❇❋❊▼✱ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛♥❣✐♥❣ ♥♦❞❡s ❞♦ ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❛♥② r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❙❇❋❊▼✳ ❊❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐s

♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ✐❢ ✐t ✇❡r❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s✐❞❡❞ ♣♦❧②❣♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❚❛❜❛rr❛❡✐ ❛♥❞

❙✉❦✉♠❛r ❬✹✻❪✳ ❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ ✉s✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② s✐❞❡❞ ♣♦❧②❣♦♥s ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡s ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❣❡♦♠❡tr② ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐①✳

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛✲

t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡s ❬✺✻✱ ✷✶✱ ✸✹❪✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞✐s❝r❡t✐s❡

t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤❡s ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

✹



♦❢ ✈❡r② ✜♥❡ ♠❡s❤❡s ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♣✐①❡❧✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡✳❣✳ ❬✶✺✱ ✸✶❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡✲❜❛s❡❞ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s

t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ ❡✛♦rt r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt ❛♥ ✐♠❛❣❡ t♦ ❛ ♠❡s❤ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐s✳

◗✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤❡s ❛❧s♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❝❡❧❧s ✐♥

t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞✱ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ q✉✐❝❦❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ✇❤❡♥

r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧✐♠✐ts t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ♦♥❧②

t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ s❤❛♣❡❞ ❝❡❧❧s s✐t✉❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐ss✐♠✐❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠✲

❛❣❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣

♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ❜❡tt❡r ❞✐s❝r❡t✐s❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ r❡✈✐❡✇s

t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦❢ t❤❡ ❙❇❋❊▼ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ ♠♦rt❛r ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲

❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ③❡r♦✲t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳ P❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❝❛r✲

r✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❡✳❣✳

❛❣❣r❡❣❛t❡✲t♦✲✇❡✐❣❤t r❛t✐♦✱ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡✳ ◗✉❛❧✐t❛✲

t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞❡❧ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❳✲r❛②

❝♦♠♣✉t❡❞ t♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❳❈❚✮ ✐s ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st✉❞② ❛r❡

s✉♠♠❛r✐s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳

✷ ❍②❜r✐❞ ◗✉❛❞tr❡❡ ■♠❛❣❡✲❜❛s❡❞ ▼❡s❤ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

❉✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦❢ r❡❛❧ ♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉ts ❢♦r t❤❡

♠❡s♦s❝❛❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❳❈❚ s❝❛♥s ❡✳❣✳ ❬✸✶❪✳ ❆❧✲

t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ t❛❦❡✲❛♥❞✲♣❧❛❝❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡✳❣ ❬✺✶✱ ✸✷❪✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞

t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s

✉s✐♥❣ q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤❡s ✐♥ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡✲

♠❡♥t❛r② t♦ t❤❡ ❙❇❋❊▼✳ ❊❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s✐❞❡❞ ♣♦❧②❣♦♥ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛♥❣✐♥❣ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

❢r♦♠ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s✳

✷✳✶ ◗✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

◗✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❢♦✉r q✉❛❞r❛♥ts

♦r r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❡q✉❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ q✉❛❞r❛♥t ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r s♠❛❧❧❡r

✺



✭❛✮ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥

✭❝✮ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤ ✭❞✮ ❜❛❧❛♥❝❡❞
q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❇❛❧❛♥❝❡❞ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

q✉❛❞r❛♥ts r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏❝❤✐❧❞r❡♥✑ ✐❢ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡s✐r❡❞ r❡❣✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ❧✐❦❡♥❡❞ t♦ ❛ tr❡❡✳

❇❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ q✉❛❞r❛♥t ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✐s t❤❡ ❝♦❛rs❡r ✏♣❛r❡♥t✑✱

✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ r❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢✉rt❤❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳

▼❆❚▲❆❇ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✬qt❞❡❝♦♠♣✬ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s q✉❛❞tr❡❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

♦❢ ✐♠❛❣❡ ✜❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❞✐✈✐❞❡❞ r❡❣✐♦♥ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② ♦♥❡

❝♦❧♦✉r ✇✐t❤✐♥ ❛ q✉❛❞r❛♥t✳ ■❢ ❛ ❞✐✈✐❞❡❞ r❡❣✐♦♥ ♠❡❡ts t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡

❞✐✈✐❞❡❞ ❛♥② ❢✉rt❤❡r✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠❡t✱ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦

❢♦✉r s♠❛❧❧❡r sq✉❛r❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❆ s✉❜s❡q✉❡♥t ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② t❡st ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✇ q✉❛❞r❛♥ts

t❤❛t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ t❤❡

❝❡❧❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❛t✐s❢② t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✶❛ s❤♦✇s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♠❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐s❡❞ ✇✐t❤ ❛ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡

❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✳ ❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞tr❡❡

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ s♣❧✐t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶❛ ✐♥t♦ ❢♦✉r ❝❡❧❧s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶❜✳ ❆t t❤✐s

❥✉♥❝t✉r❡✱ t❤❡ t✇♦ ❝❡❧❧s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ s❛t✐s❢② t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❢✉rt❤❡r

♣❛rt✐t✐♦♥❡❞✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝❡❧❧s ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡

❢✉rt❤❡r ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✶❝✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✱ ❝❡rt❛✐♥ r❡❣✐♦♥s ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❢✉rt❤❡r

r❡✜♥❡♠❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤✐s

❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ♠❡s❤ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t

❝❡❧❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ❝♦❛rs❡ t♦ ✜♥❡ r❡❣✐♦♥s✳ ❘❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❋✐❣✳ ✶❝✱ ❡①❛♠♣❧❡s

♦❢ s✉❝❤ ❝❡❧❧s ❛r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♦♥❡s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦

✐♠♣♦s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s✳ ❚❤✐s ✐s r❡❢❡rr❡❞

t♦ ❛s ❛ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡s❤ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ♦r

r❡str✐❝t❡❞✱ ♦♥❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥❧② ✐♠♣♦s❡❞ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✷✿✶ r✉❧❡ ✇❤✐❝❤

✻



4 - node cell

5 - node cells 6 - node cells 7 - node cells

8 - node cell

Corner node

Hanging node

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ◗✉❛❞tr❡❡ ❝❡❧❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

r❡q✉✐r❡s ♥♦ ♥♦❞❡✴r❡❣✐♦♥ ✐♥ t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ t♦ ❜❡ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ♦♥❡ ❧❡ss t❤❛♥ ❤❛❧❢ ✐ts s✐③❡ ❬✸✵❪✳ ❋♦r

t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶❝✱ t❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❢✉rt❤❡r ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝❡❧❧s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢

t❤❡ ♠❡s❤ ✐♥t♦ ❢♦✉r q✉❛❞r❛♥ts r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤ ✐♥ ❋✐❣✳✶❞✳

❲❤❡♥ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤ ✐s ❛❞♦♣t❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t②♣❡s ♦❢ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ✐s

❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♦♥❧② t❤❡ t②♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦r ♠♦✈✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ♣r♦❜❧❡♠s ❬✹✻✱ ✷✻❪✳ ❖♥❧② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❝❡❧❧s ✐♥ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛♥❞ t❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡❞✱

st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈P❯ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❡❞ ❛s ♥❡❡❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

✷✳✷ ❇♦✉♥❞❛r② s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s

❆ ♣✉r❡❧② q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♠❡s❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❡♥t✐r❡❧② ♦❢ sq✉❛r❡s ✇✐t❤ ♦♥❧②

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛❧✐❣♥❡❞ s✐❞❡s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s

❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦✲str✉❝t✉r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧② ❞✐s❝r❡t✐s❡❞ ✉s✐♥❣ ❛

♣✉r❡❧② q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❧❡ss t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② r❡✜♥❡❞✳ ❯♥r❡❛❧✐st✐❝❛❧❧②

❤✐❣❤ str❡ss❡s ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ❥❛❣❣❡❞ ❡❞❣❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s ❬✷✷✱ ✸✹❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❡s❤

r❡✜♥❡♠❡♥t✱ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ❥❛❣❣❡❞ ❡❞❣❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡

❡♥t✐r❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ♦✈❡r❧② r❡✜♥❡❞ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✳

❖♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ❛♥❞ ✐rr❡❣✉❧❛r ❢❡❛t✉r❡s

✐s t♦ ❛❞♦♣t ❛ ❤②❜r✐❞ q✉❛❞tr❡❡✲♣♦❧②❣♦♥ ♠❡s❤ ❬✷✻❪✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡

♠❡s❤ ✐s ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ t❤❡ ✶✻ t②♣❡s ♦❢ q✉❛❞tr❡❡ ❝❡❧❧s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳ ❆❧♦♥❣ ❞✐ss✐♠✐❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧
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✭❛✮ ❜❛❧❛♥❝❡❞ q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥

✭❜✮ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭❝✮ s♣❧✐♥❡ s♠♦♦t❤✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❙♣❧✐♥❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛t ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳

✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛r❜✐tr❛r② s✐❞❡❞ ♣♦❧②❣♦♥s ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞

❢♦r ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

t♦ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♠❛❣❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳

❆ ❜♦✉♥❞❛r② s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✸❛✮

♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛❢t❡r ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ▼❆❚▲❆❇✬s ❜✉✐❧t✲✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✬❝♦♥t♦✉r ✬ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ t♦

✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦✲str✉❝t✉r❡ ✭❋✐❣✳ ✸❜✮✳

❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ❝♦♥t♦✉rs ✐♥t❡rs❡❝t ❡❛❝❤ q✉❛❞r❛♥t ✐♥ t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r ❤❡✐❣❤ts ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❝♦❧♦✉rs ♦❢ t❤❡

✐♠❛❣❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡s❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦

❛❞❥✉st t❤❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❝♦♥t♦✉rs ❛♥❞ ❛❧✐❣♥ t❤❡♠ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ s♠♦♦t❤❡❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

▼❆❚▲❆❇✬s ❜✉✐❧t✲✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✬s♠♦♦t❤✬✱ ✇❤✐❝❤ ❛❞♦♣ts ❛ ✺✲♣♦✐♥t ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s

✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤❡❞ ❝♦♥t♦✉rs ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥❡✇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧

✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡✐r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ❝❡❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞

t♦ ❝✉t t❤❡s❡ ❝❡❧❧s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t✇♦ ❛r❜✐tr❛r② s✐❞❡❞ ♣♦❧②❣♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜②

t❤❡ ❙❇❋❊▼✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧ t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧

♠❡s❤✱ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❞✐ss✐♠✐❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸❝✮✳

❚❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❥❛❣❣❡❞ ❡❞❣❡s ❛❧♦♥❣ ❞✐ss✐♠✐❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ ❛ ♣✉r❡❧② q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸❛✮ ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✇✐t❤ s♣❧✐♥❡ s♠♦♦t❤✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

✐s ❛❧s♦ ❝♦❛rs❡r ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✉r❡❧② q✉❛❞tr❡❡ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ♠❡s❤

r❡✜♥❡♠❡♥t ❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❞❡❣r❡❡s✲♦❢✲❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡s❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝❡❧❧s ❛r❡ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ ♠♦rt❛r ♣❤❛s❡s✳

✽



✸ ❙❝❛❧❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ❙❇❋❊▼ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ ♣♦❧②❣♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐❞❡s s♦ ❛s ❧♦♥❣

❛s t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ❣❡♦♠❡tr② s❛t✐s✜❡s ❛ s❝❛❧✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛

♣♦✐♥t✱ (x0, y0)✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❝❡♥tr❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s

✈✐s✐❜❧❡✳ ❲✐t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥s✱ ✇❤✐❝❤

✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ q✉❛❞tr❡❡ ❝❡❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙❇❋❊▼✳ ❆ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝❡❧❧

♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙❇❋❊▼ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹❛✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❙❇❋❊▼ ✐s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ r❛❞✐❛❧✲❝✐r❝✉♠❢❡r❡♥t✐❛❧ ❧✐❦❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ (ξ, η) ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r

s❡❝t♦r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❝❡♥tr❡ ✇✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹❜✳

❚❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ξ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ (x0, y0) t♦ ❛ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ❤❛s ❛

r❛♥❣❡ 0 ≤ ξ ≤ 1 ✇✐t❤ ξ = 0 ❛t t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❝❡♥tr❡ ❛♥❞ ξ = 1 ❛t t❤❡ ❧✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧

❝♦♦r❞✐♥❛t❡ η ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❋❊▼ ❛♥❞ ❤❛s ❛ r❛♥❣❡ −1 ≤ η ≤ 1✳ ❙❡✈❡r❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛r

s❡❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ♣♦❧②❣♦♥✳ ❚❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x, y) ♦❢ ❛

♣♦✐♥t ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r s❡❝t♦r s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹❜ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❙❇❋❊▼ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s

❜②

{

x(ξ, η)

y(ξ, η)

}

=

{

x0

y0

}

+ ξNu(η)xb ✭✶✮

✇❤❡r❡ xb = [x1 y1 x2 y2 . . .]T ✐s t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐t❤ (xi, yi) ❛s ♥♦❞❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ Nu(η) ✐s t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛tr✐①✳ ■♥

t❤✐s st✉❞②✱ ❧✐♥❡❛r s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ Nu(η) ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

Nu(η) =

[

N1(η) 0 N2(η) 0

0 N1(η) 0 N2(η)

]

✭✷✮

❛♥❞ Ni(η) ❛r❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❧✐♥❡❛r s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❲✐t❤✐♥ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r s❡❝t♦r✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ u(ξ, η) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

u(ξ, η) =Nu(η)uh(ξ) ✭✸✮

✇❤❡r❡ uh(ξ) ❛r❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣♦❧②❣♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ✇♦r❦ ❬✽❪ ♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ r❡s✐❞✉❛❧s ❬✹✷❪✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts

✐♥ t❤❡ s❝❛❧❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

E0ξ
2uh(ξ),ξξ +(E0 + ET

1 − E1)ξuh(ξ),ξ −E2uh(ξ) =0 ✭✹✮

✾



x

h

S

(x2,y2), h = 1

(x1,y1), 

h = -1

Radial Lines

Similar curve to S

Scaling

Centre

Line element

✭❛✮ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦❧②❣♦♥

Line 

element

Scaling centre

(x0, y0)

Node 1

(x1, y1); 

η = -1

Node 2

(x2, y2); 

η = +1

η

ξ

✭❜✮ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r s❡❝t♦r ❢♦r♠✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣♦❧②✲
❣♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❙❝❛❧❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦❧②❣♦♥✳

✇❤❡r❡ uh(ξ),ξ ❛♥❞ uh(ξ),ξξ ❛r❡ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ uh(ξ) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ξ✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠❛tr✐❝❡s Ei✱ i = 0, 1 ❛♥❞ 2 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

E0 =

∫ 1

−1

BT
1 (η)DB1(η)Jdη ✭✺✮

E1 =

∫ 1

−1

BT
2 (η)DB1(η)Jdη ✭✻✮

E2 =

∫ 1

−1

BT
2 (η)DB2(η)Jdη ✭✼✮

■♥ ❊q✳ ✭✺✮ ✲ ❊q✳ ✭✼✮✱ B1(η) ❛♥❞ B2(η) ❛r❡ t❤❡ ❙❇❋❊▼ str❛✐♥✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❛tr✐❝❡s✱ D ✐s t❤❡

♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ J ✐s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① J(η) r❡q✉✐r❡❞

❢♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✹✶❪

J(η) =

[

xη yη

xη,η yη,η

]

✭✽✮

✇❤❡r❡

[xη yη]
T =Nu(η)xb ✭✾✮

❛♥❞ xη,η ❛♥❞ yη,η ❛r❡ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ xη ❛♥❞ yη ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ η✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

♠❛tr✐❝❡s Ei ❛r❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r s❡❝t♦rs ✐♥ ❛ ❝❡❧❧ ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡

❛ss❡♠❜❧② ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❋❊▼✳

✶✵



❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✮ ❢♦r ❛ ❝❡❧❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

✜rst tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇✐❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥s

❛s ❬✹✶❪

ξ

{

uh(ξ)

qh(ξ)

}

,ξ

=− Z

{

uh(ξ)

qh(ξ)

}

✭✶✵✮

✇❤❡r❡ qh(ξ) ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s

qh(ξ) =E0uh(ξ),ξ +ET
1 uh(ξ) ✭✶✶✮

❛♥❞ Z ✐s ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♠❛tr✐①

Z =

[

E−1
0 ET

1 −E−1
0

−E2 + E1E
−1
0 ET

1 −E1E
−1
0

]

✭✶✷✮

❊q✳ ✭✶✵✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ Z ✐♥t♦ ❜❛s❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❆ ❙❝❤✉r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ Z ✐s

♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥

ZV =VS ✭✶✸✮

❚❤❡ ❙❝❤✉r ♠❛tr✐① S ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠

S =

[

Sn ∗

Sp

]

✭✶✹✮

✇❤❡r❡ Sn ❛♥❞ Sp ❛r❡ ✉♣♣❡r tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Z

❛❧♦♥❣ t❤❡✐r ❞✐❛❣♦♥❛❧s✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① V ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ❛s

V =

[

Vu Vu

Vq Vq

]

✭✶✺✮

❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡sVu ❛♥❞Vu ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠♦❞❡s ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s

Vq ❛♥❞ Vq ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ❋♦r ❜♦✉♥❞❡❞ ❞♦♠❛✐♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ q✉❛❞tr❡❡

❛♥❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝❡❧❧s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ ♦♥❧② t❤❡ ❙❝❤✉r ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s Sn ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts Vu ❛♥❞ ♠♦❞❛❧ ❢♦r❝❡s Vq ❧❡❛❞

t♦ ✜♥✐t❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛t t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❝❡♥tr❡✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

✶✶



❢✉♥❝t✐♦♥s uh(ξ) ❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

uh(ξ) =Vuξ
−Snc ✭✶✻✮

qh(ξ) =Vqξ
−Snc ✭✶✼✮

✇❤❡r❡ c ❛r❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡

❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦❧②❣♦♥ ❛s

c =V−1
u ub ✭✶✽✮

❛♥❞ ub ✐s t❤❡ ♣♦❧②❣♦♥ ♥♦❞❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦r✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✳ ✭✶✻✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✸✮✱ t❤❡

❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐♥ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r s❡❝t♦r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❝❡♥tr❡ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡

❡❧❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ ❛ ♣♦❧②❣♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

u(ξ, η) =Nu(η)Vuξ
−Snc ✭✶✾✮

❚❤❡ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ Kcell ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✶✺✮ ❛s

Kcell =VqV
−1
u ✭✷✵✮

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ǫ(ξ, η) ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡

❙❇❋❊▼ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❬✹✶❪

ǫ(ξ, η) =B1(η)uh(ξ),ξ +ξ−1B2(η)uh(ξ) ✭✷✶✮

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✳ ✭✶✻✮ ✐♥t♦ ❊q✳ ✭✷✶✮✱ t❤❡ str❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

ǫ(ξ, η) =Ψǫ(η)ξ
−Sn−Ic ✭✷✷✮

✇❤❡r❡ I ✐s ❛♥ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ str❛✐♥ ♠♦❞❡ Ψǫ(η) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Ψǫ(η) =−B1(η)VuSn +B2(η)Vu ✭✷✸✮

■❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ♠❛♥♥❡r t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞ σ(ξ, η) ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡

❍♦♦❦❡✬s ❧❛✇ ❛s

σ(ξ, η) =Dǫ(ξ, η) ✭✷✹✮

❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❙❇❋❊▼ ♦✈❡r ❛r❜✐tr❛r② s✐❞❡❞ ♣♦❧②❣♦♥s ♠❛❦❡s ✐t ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

✶✷



s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤❡s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐♥ t❤❡

♠❡s❤ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s✐❞❡❞ ♣♦❧②❣♦♥ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙❇❋❊▼✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❢r❛♠❡✇♦r❦

✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❚❛❜❛rr❛❡✐ ❛♥❞ ❙✉❦✉♠❛r ❬✹✻❪ ❢♦r ❤✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡

❋❊▼✱ ✇❤❡r❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❙❇❋❊▼✱ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦✉r

s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❣❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝

♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭❛s ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✮✱ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤❡s ❛❧s♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡

♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❤❡♥ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡

❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡❞ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤❡s ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛❞tr❡❡ ❝❡❧❧s t♦

♦♥❧② t❤❡ s✐①t❡❡♥ t②♣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳ ❚❤❡s❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠❛st❡r ❝❡❧❧s ❬✷✻❪✳

❋♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ st✐✛♥❡ss ❛♥❞ ♠❛ss ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡s❡

❝❡❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡✲❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ st♦r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❈P❯ ♠❡♠♦r②✳ ❉✉r✐♥❣

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ q✉✐❝❦❧② r❡tr✐❡✈❡❞ ✭❛♥❞ s❝❛❧❡❞ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✮ ❢♦r q✉✐❝❦

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡

❛r❜✐tr❛r② s✐❞❡❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝❡❧❧s t❤❛t ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞ ♠♦rt❛r

♣❤❛s❡s✳

✹ ▼❡s♦✲s❝❛❧❡ ❈♦❤❡s✐✈❡ ❋r❛❝t✉r❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❛t t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❤②❜r✐❞ q✉❛❞tr❡❡✲♣♦❧②❣♦♥ ♠❡s❤ ✐s ❢✉rt❤❡r ❛✉❣✲

♠❡♥t❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss

✐♥✈♦❧✈❡s ✜rst✱ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡s❤ s✉❝❤ ❛s t❤❛t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺❛ ❜② ❞✉♣❧✐❝❛t✐♥❣

t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s t❤❛t ❛r❡ s❤❛r❡❞ ❜② t✇♦ ✭♦r ♠♦r❡✮ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♥♦❞❡s t♦ ❜❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧s✳ ❋♦r ❛ ♥♦❞❡ t❤❛t

✐s s❤❛r❡❞ ❜② n ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ♥♦❞❡s ✐s n− 1✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛

❝♦♠♠♦♥ ❡❞❣❡ s❤❛r❡❞ ❜② ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s ✐s ❛❧s♦ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝❡❧❧✲♥♦❞❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐s t❤❡♥

r❡❣❡♥❡r❛t❡❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥❡✇ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥

♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺❜ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥

✐t❛❧✐❝s✳ ❊❛❝❤ ❝❡❧❧ ✐s ♥♦✇ s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ✐ts ❛❞❥❛❝❡♥t

❝❡❧❧s✳

❚❤❡ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❛r❡ t❤❡♥ r❡❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ ③❡r♦✲t❤✐❝❦♥❡ss ✹✲♥♦❞❡ ❝♦❤❡s✐✈❡

✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❋✐❣✳ ✻✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ●❡rst❧❡ ❛♥❞ ❳✐❡ ❬✶✷❪ ❛❧♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❡❧❧ ❜♦✉♥❞✲

❛r✐❡s t❤❛t ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❡❞❣❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧✴♣♦❧②❣♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥

t❤❡ ♠❡s❤ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺❝✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② r❡s❡♠❜❧❡s

t❤♦s❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋❊▼ ❡✳❣✳ ❬✺✷✱ ✺✹✱ ✹✽✱ ✸✶❪✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t s❤❛♣❡s✱

q✉❛❞tr❡❡ ❛♥❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳

❚❤❡ ❝♦❤❡s✐✈❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝r❛❝❦ ♣❛t❤s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✲

✶✸
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11

✭❛✮ ✐♥✐t✐❛❧ q✉❛❞tr❡❡
♠❡s❤

1

2

3

4

5
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16

17

18

19

20

21

✭❜✮ s♣❧✐tt✐♥❣ ♥♦❞❡s
❛♥❞ ❡❞❣❡s

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

13

12 14

15

16

17

18

19

20

21

Interface

elements

✭❝✮ ✐♥s❡rt✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❡❧❡♠❡♥ts

❋✐❣✉r❡ ✺✿ Pr❡✲✐♥s❡rt✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥t♦ ❜❛❧❛♥❝❡❞ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤✳

3

2

1

4

η

zero-

thickness

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❩❡r♦✲t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳

✶✹



❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✿ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲♠♦rt❛r❀ ♠♦rt❛r✲♠♦t❛r❀ ❛♥❞

❛❣❣r❡❣❛t❡✲❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❋r❛❝t✉r❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ♦♥❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ③❡r♦✲t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞

❜② tr❛❝t✐♦♥✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❧❛✇s ✐♥ ❜♦t❤ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❉✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢

tr❛❝t✐♦♥✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❡✳❣✳ ❧✐♥❡❛r s♦❢t❡♥✐♥❣ ✭❋✐❣✳ ✼✮ ♦r ❜✐❧✐♥❡❛r s♦❢t❡♥✐♥❣ ❛s

✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❨❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪✱ ❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ▲✐ ❬✶✺❪✱ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✽❪✱ ❘❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✶❪✳ ❚❤❡

❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ str❡ss ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞

t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦♣♣♦s✐♥❣ ❡❞❣❡s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s

{

τ

σ

}

=C

{

s

w

}

✭✷✺✮

✇❤❡r❡ σ ❛♥❞ τ ❛r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ str❡ss ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ w ❛♥❞ s ❛r❡ t❤❡

r❡❧❛t✐✈❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ s❧✐❞✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① C ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

C =

[

ks ksn

ksn kn

]

✭✷✻✮

✇❤❡r❡ kn ❛♥❞ ks ❛r❡ t❤❡ s❡❝❛♥t st✐✛♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ tr❛❝t✐♦♥✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧

❛♥❞ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ksn✐♥ ❊q✳ ✭✷✻✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

st✐✛♥❡ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■t

✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ❛s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ s❤❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t

r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ s✐t✉❛t✐♦♥s

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ s❤❡❛r r❡❛❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭s❧✐♣✮ ❡✈❡♥

✇❤❡♥ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦♣❡♥❡❞✳ ■t ✐s ❛❧s♦ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s

st✉❞② s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❙❇❋❊▼✳ ▼♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐❢ ❞❡s✐r❡❞✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥❢♦r♠s t♦ ✇♦r❦✲s♦❢t❡♥✐♥❣

❡❧❛st♦✲♣❧❛st✐❝✐t② ❡✳❣✳ ❬✷✸❪ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❛tt❡♠♣t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ ft✱

❝r✐t✐❝❛❧ ♦♣❡♥✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t wc✱ s❤❡❛r str❡♥❣t❤ fs ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ s❧✐❞✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t sc t❤❛t

❞❡✜♥❡ t❤❡ tr❛❝t✐♦♥✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

t♦ t❤❡ ♠♦rt❛r✲♠♦rt❛r ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲♠♦rt❛r ♣❤❛s❡ ♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣❤❛s❡✳

❚❤❡ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

Kitz =

∫

NT
z (η)CNz(η)dη ✭✷✼✮

✶✺



ft

w0 wc

w

σ

Loading

Unloading

✭❛✮ ♥♦r♠❛❧

st

s0
sc

s

Loading

Unloading

τ

-s0-sc

-st

✭❜✮ t❛♥❣❡♥t✐❛❧

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ●❡♥❡r✐❝ tr❛❝t✐♦♥ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❢♦r ❢r❛❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳

✇❤❡r❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛tr✐① Nz(η) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Nz(η) =

[

−N1(η) −N2(η) N2(η) N1(η)

−N1(η) −N2(η) N2(η) N1(η)

]

✭✷✽✮

❚❤❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s N1(η) ❛♥❞ N2(η) ❛r❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡❛r ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t

✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ●❛✉ss✐❛♥ q✉❛❞r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡Kitz✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡

❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❇❋❊▼ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤♦✉t

❛♥② s♣❡❝✐❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❛r✐s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❛❧♦♥❣ t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ❛♥❞ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡

♠❡s❤✳ ❚❤❡ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐① ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✇✐t❤ Kcell s✐♠✐❧❛r t♦

t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ ❋❊▼✳

✺ ▼❡s♦s❝❛❧❡ ❋r❛❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣

✺✳✶ P❛r❛♠❡tr✐❝ ❙t✉❞✐❡s

P❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞✐❡s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✲

✐t② ❡✳❣✳ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t♦ ✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦✱ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s✐③❡ ❛♥❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ♣♦r♦s✐t② ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡

❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ t❛❦❡✲❛♥❞✲♣❧❛❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦

❣❡♥❡r❛t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❏❛✈❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❝❛❧❧❡❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❬✷✾❪✳ ❆ t❛❦❡✲❛♥❞✲♣❧❛❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❲r✐❣❣❡rs ❛♥❞

✶✻



❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❋❧♦✇ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣❧❛❝✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

▼♦❢t❛❤ ❬✺✶❪✳ ❖♥❧② t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ✐♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛s ✐♥♣✉t✱

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐❡✈❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✬s ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦✳

❚❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✐♥ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ ✐s ✜rst ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✉s✐♥❣

❋✉❧❧❡r✬s ❣r❛❞✐♥❣ ❝✉r✈❡

P (d) =100

(

d

dmax

)n

✭✷✾✮

✇❤❡r❡ P (d) ✐s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t♦ ♣❛ss ❛ s✐❡✈❡ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r d✱ dmax

✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s✐③❡ ❛♥❞ n ✐s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0.45 ≤ n ≤ 0.70✳

❚❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ [di, di+1] ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❬✺✶❪

Ap[di, di+1] =
P (di)− P (di+1)

P (dmax)− P (dmin)
µp ✭✸✵✮

✇❤❡r❡ µp ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✱ A ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✱

Ap[di, di+1] ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ [di, di+1] ❛♥❞ d ✐s t❤❡ s✐③❡

♦❢ t❤❡ s✐❡✈❡✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽✳

❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝✐r❝✉❧❛r ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r d✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧②

✶✼



t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❝♦❛rs❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✐✳❡✳ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡rs d ≥ 4.75mm✳ ❋✐♥❡

❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣r✐s❡ ♦❢ s❛♥❞ ❛♥❞ ❝r✉s❤❡❞ st♦♥❡ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦rt❛r

♣❤❛s❡ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s ❛s ✐♥♣✉ts✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✱

t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦ µp ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡

s❛♠♣❧❡ [d1, d2, d3 . . . , dn]✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r s❛♠♣❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ [di, di+1]✱ t❤❡ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♣❧❛❝❡s t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛t r❛♥❞♦♠ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥

♦❢ t❤❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ Ω✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✐t ♥❡✐t❤❡r

♦✈❡r❧❛♣s ♦t❤❡r ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ♥♦r ♣❧❛❝❡❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ❞❡✜♥✐♥❣

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❛

♠♦rt❛r ✜❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤✐❝❦♥❡ss γd s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❲r✐❣❣❡rs ❛♥❞

▼♦❢t❛❤ ❬✺✶❪✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ γ = 0.02 ✐s ❛❞♦♣t❡❞✳

❖♥❝❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐s ❢♦✉♥❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦r❡s t❤❡

❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❛rr❛② ❧✐st ❛♥❞ ❜r❡❛❦s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡♥ r❡♣❡❛t❡❞

❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [di, di+1] ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ t❛r❣❡t

µp✳ ❚❤❡ ❞r❛✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✐s t❤❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜❡❢♦r❡ s❛✈✐♥❣ ✐♥

❛ ❞❡s✐r❡❞ ❢♦r♠❛t✳

❈♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✶✵✵ ♠♠× ✶✵✵ ♠♠ ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥

❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✾ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ P❧❛♥❡ str❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ❤❛✈❡

❛♥ ♦✉t ♦❢ ♣❧❛♥❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✶✺✵ ♠♠✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ✉♥✐❢♦r♠

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❢t ❡❞❣❡ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ t❤❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❝♦♠♣r✐s❡ ♦♥❧② ♦❢

t✇♦ ♣❤❛s❡s ✈✐③✳✱ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ ♠♦rt❛r✳ ❆ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡

r❛t✐♦ µp = 60% ✇✐t❤ ✷✪ ♣♦r♦s✐t② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✾✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣❤❛s❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦

✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠♦rt❛r ♣❤❛s❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ ❣r❡②✳

❚❤❡ ❤②❜r✐❞ q✉❛❞tr❡❡✲♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♠❡s❤ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵❛✳ ❚❤❡

❝♦❧♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦

♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❢✉❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝❡❧❧ ✐s s❡t t♦ ✶ ♣✐①❡❧ ✇❤❡♥

t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s 1 : 1✱ ✐✳❡✳ ✭✶ ♣✐①❡❧ ❂ ✶ ♠♠✮✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s 128× 128 ♣✐①❡❧s✳

❋✐❣✳ ✶✵❜ s❤♦✇s t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤ ❛❢t❡r ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❝♦❧♦r ✐✳❡✳ r❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲♠♦rt❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡❀

❜❧✉❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡❀ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠♦rt❛r✲♠♦rt❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❚❤❡ ✐♥s❡t ✐♥ ❋✐❣✳ ✾ s❤♦✇s ❛ ❝❧♦s❡ ✉♣ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤✳

❚❤❡ tr❛❝t✐♦♥✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✈✐③✳ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡ ♠♦rt❛r✲♠♦rt❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦r

✶✽



❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❈♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✳

❈♦♠♣♦♥❡♥t E ✭●P❛✮ ν ft ✭▼P❛✮ Gf ✭◆✴♠♠✮

❆❣❣r❡❣❛t❡ ✸✼ ✵✳✷ ✲ ✲
▼♦rt❛r ✷✵ ✵✳✷ ✲ ✲

❆❣❣r❡❣❛t❡✲❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✸✼ ✲ ✶✺ ✵✳✶✻
▼♦rt❛r✲♠♦rt❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✷✵ ✲ ✸✳✽ ✵✳✵✾

❆❣❣r❡❣❛t❡✲♠♦rt❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✶✽ ✲ ✶✳✾ ✵✳✵✹✺

✶✾



t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲♠♦rt❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ ♠♦rt❛r

♣❤❛s❡s ❛♥❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr❛❝t✐♦♥✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❧❛✇s ❛r❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛♠❜✐❣✉✐t②✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

t❤❛t ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ❞✐✈❡rs❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣❤❛s❡✳ ❚r❛✇✐➠s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✹✼❪ ❛♥❞ ❘♦❞r✐❣✉❡s ❡t ❛❧✳

❬✸✷❪ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❞♦ ♥♦t ❢r❛❝t✉r❡ ✇❤❡r❡❛s ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪ ❛♥❞ ❇❡♥❦❡♠♦✉♥

❡t ❛❧✳ ❬✷❪ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢r❛❝t✉r❡ t❤r♦✉❣❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r t❤❡

t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ ft ❢♦r t❤❡ ♠♦rt❛r ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲♠♦rt❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r✱

t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ft r❡♣♦rt❡❞ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ 2.6MPa ❛♥❞ 6MPa❀ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲♠♦rt❛r

♣❤❛s❡✱ ft ❜❡t✇❡❡♥ 0.5MPa ❛♥❞ 3MPa ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❬✸✻✱ ✹✽✱ ✷✱ ✸✷✱ ✹✼✱ ✸✼❪✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✐s s❤♦✇♥

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡

✈❛❧✉❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲♠♦rt❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡

✐s t❤❡ ✇❡❛❦❡st ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❤❛❧❢ t❤❡

t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛t t❤❡ ♠❛tr✐①✲♠❛tr✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡

❡✳❣✳ ❬✸✷✱ ✶✼❪✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝r❛❝❦s ❝❛♥♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳

❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣②

t♦ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❚❤❡ tr❛❝t✐♦♥✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❧❛✇ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣♦✲

♥❡♥t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❑❛r✐❤❛❧♦♦ ❬✶✽❪

σ =fte
−4.6052 w

wc ✭✸✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝r❛❝❦ ♦♣❡♥✐♥❣ wc ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s

wc =
4.6517Gf

ft
✭✸✷✮

❚❤❡ s❤❡❛r str❡♥❣t❤ fs ❛♥❞ s❤❡❛r ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣② Gfs r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛❝t✐♦♥✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❧❛✇

✐♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ 0.3ft ❛♥❞ 0.3Gf ✱ ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣

❜r❛♥❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧❛✇ ❛s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤ ✈❛r✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ✐♥ ❛ ♠❡s❤ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✺✵✵ ❛♥❞ ✸✽✵✵

❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵✵✵✵ ❛♥❞ ✶✻✵✵✵✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❙❇❋❊▼ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ♣r❡✲❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✸✷ ♣♦ss✐❜❧❡

♠❛st❡r q✉❛❞tr❡❡ ❝❡❧❧s ✭✶✻ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛st❡r ❝❡❧❧s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡✱ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ ♠♦rt❛r✮✳ ❚❤❡s❡

❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡

r❡q✉✐r❡❞ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r ❝❡❧❧s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐ss✐♠✐❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s✳

✷✵



✭❛✮ ❤②❜r✐❞ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤ ✭❜✮ ❤②❜r✐❞ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤ s❤♦✇✲
✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ●❡♥❡r✐❝ q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ µp = 60%.

❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡✳

❉✉r✐♥❣ ♣r❡✲♣❡❛❦ r❡s♣♦♥s❡✱ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦❤❡s✐✈❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ r❡❧❛t✐♥❣ str❡ss❡s ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❡❧❛st✐❝ st✐✛♥❡ss t♦ ♣r❡❝❧✉❞❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts

✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❜❡❢♦r❡ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❡❧❛st✐❝ st✐✛♥❡ss✳ ❚❤❡ ❡❧❛st✐❝ st✐✛♥❡ss ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛

❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1×10−4 ♠♠ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st✐✛♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲❛❣❣r❡❣❛t❡✱ ♠♦rt❛r✲

♠♦rt❛r ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲♠♦rt❛r ❛r❡ 150000 ▼P❛✴♠♠✱ 38000 ▼P❛✴♠♠ ❛♥❞ 19000 ▼P❛✴♠♠✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢

❡q✉❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r❛❝❦s ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s ✭✉s✉❛❧❧② ❞✉r✐♥❣

t❤❡ ❧❛t❡ ♣♦st ♣❡❛❦ r❡❣✐♦♥s✮✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤

✐t❡r❛t✐♦♥ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✐❢ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ■❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❛♥❞

t❤❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✜♥❛❧ ❧♦❛❞ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❧♦❛❞ st❡♣ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞✳

✺✳✶✳✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❘❛t✐♦

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡

♠❡s♦str✉❝t✉r❡ ✉♥❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥ ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❙q✉❛r❡ ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡

✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦ µp ♦❢ ✹✵✪✱ ✺✵✪ ❛♥❞ ✻✵✪ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s

❝❤♦s❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ s✐❡✈❡ s✐③❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❆✉str❛❧✐❛♥ ❙t❛♥❞❛r❞ ❆❙ ✷✼✺✽✳✵ ❈❧ ✸✳✺ ❬✶❪

❛♥❞ ✐s [38.3mm, 26.5mm, 19mm, 13.2mm, 9.5mm, 6.7mm]✳ ❋♦r ❡❛❝❤ µp ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✜✈❡

s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ str❡ss✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✶✶✳ ❚❤❡ ♣r❡✲♣❡❛❦ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❙tr❡ss✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✲
✉♠❡ r❛t✐♦✳

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❘♦❞r✐❣✉❡s ❡t ❛❧✳ ❬✸✷❪✳ ❚❤❡ str❡ss ❤❡r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡

s✉♠ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡s ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✬s ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥❛❧

❛r❡❛✳

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣❡❛❦ str❡ss ✇❛s ❜❡t✇❡❡♥ 1.74MPa ❛♥❞ 2.0MPa ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡

✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ t♦ t②♣✐❝❛❧ ❝♦♥❝r❡t❡ t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤s r❡✲

♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❡✳❣✳ ❬✷✽❪ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r✲t♦✲❝❡♠❡♥t r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♠✐①✳ ❚❤❡r❡ ✐s

❛ ❝❧❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ✇✐t❤ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ ❛❞♦♣t❡❞

❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ✇❛s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤

❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲♠♦rt❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s 1.9MPa✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤

t❤❡ s❛♠❡ µp ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣❡❛❦ str❡ss ✇❛s 1.95MPa t♦ 2.03MPa ✐♥ s♣❡❝✐✲

♠❡♥s ✇✐t❤ µp = 40%✱ 1.85MPa t♦ 1.91MPa ✐♥ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ µp = 50% ❛♥❞ 1.74MPa t♦

1.79MPa ✐♥ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ µp = 60%✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s

✇✐t❤ ❧♦✇❡r µp ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤

❞✐✛❡r❡♥t µp✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❡✳❣✳ ❬✹✽✱ ✸✶✱ ✸✷❪

✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲♠♦rt❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ✇❡❛❦❡st ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✳

❙♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r µp ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts

❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲♠♦rt❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲♠♦rt❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ✇❡❛❦❡st ✐♥ t❤❡

❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦♠♦t❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❧♦♥❣

t❤❡s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥❞✉❝✐✈❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s

t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡s❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ❬✷✵❪✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞

❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛t ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝
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✭❛✮ µp = 40% ✭❜✮ µp = 50% ✭❝✮ µp = 60%

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠✐❝r♦ ❢r❛❝t✉r❡s ✭✐♥ r❡❞✮ ❛t ♣❡❛❦ ❧♦❛❞✳

s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t µp ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧♦ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✷✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢

♠❛①✐♠✉♠ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t µp✱ s♣❡❝✲

✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

❝r❛❝❦ ❜r✐❞❣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ✭✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦r❡ ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ♠❛❣♥✐✲

t✉❞❡s ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✷❝✮✳ ❚❤✐s ❧❡❞ t♦ t❤❡

❧♦✇❡r ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡s❡ s♣❡❝✐♠❡♥s✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡ ♠✐①✐t② α ❞❡✜♥❡❞ ❛s

α =
fs

ft
=

Gfs

Gf

✭✸✸✮

❤❛s s♦♠❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦✈❡r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣❡❛❦ str❡ss ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡

❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❛ µp = 60%✳ ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s✐③❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞②✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞

t♦ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ str❡ss✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t

♠♦❞❡ ♠✐①✐t② α = 0.30✱ α = 0.45 ❛♥❞ α = 0.60✳ ❚❤❡ ♣❧♦ts ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥ str❡ss ✈❡rs✉s ❛♣♣❧✐❡❞

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✸ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✬s ♣❡❛❦ str❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ α✳ ❚❤✐s

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤✳ ❚❤❡

✐♥❝❧✐♥❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✉♥❞❡r❣♦ ♠✐①❡❞✲♠♦❞❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥

❛♥❣❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♠♦❞❡ ♠✐①✐t② ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❆♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ♠♦❞❡ ♠✐①✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦❤❡s✐✈❡ ❢♦r❝❡s ✐♥ t❤❡s❡

✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ t❤❛t ❝❛♥ s✉st❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧♦❛❞✳

■t ✐s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦st✲♣❡❛❦ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r s♣❡❝✐♠❡♥s

✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r µp ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r µp✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦

❧❛r❣❡r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ♠♦❞❡ ♠✐①✐t② α ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣❡❛❦ str❡ss ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐✲
♠❡♥✳

✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦✳ ■♥ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r µp✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✜❧❧ ✉♣ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥s✐❞❡

t❤❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s♣❡❝✐♠❡♥s

✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r µp✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❛♥❞♦♠♥❡ss ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❧♦✇

❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❧♦❛❞ ❞❡✢❡❝t✐♦♥

r❡s♣♦♥s❡s✳

❋✐❣✳ ✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝r❛❝❦ ♣❛t❤s ❢♦r ❣❡♥❡r✐❝ s♣❡❝✐♠❡♥s ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t

❛❣❣r❡❣❛t❡✲t♦✲♠❛tr✐① r❛t✐♦ µp✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ✶✺ s♣❡❝✐♠❡♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞②✱

t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠❛❥♦r ❝r❛❝❦ t❤❛t ❝✉ts

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦❝r❛❝❦ ✐s r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡✲

♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ s✉r❢❛❝❡s ✐s ❡✈✐❞❡♥t ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ❡♥t❡rs t❤❡ r❡❣✐♦♥

♥❡❛r ♣❡❛❦ ❧♦❛❞✳ ❉✉r✐♥❣ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ❝r❛❝❦s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡

✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡✈✐❞❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡r s✐③❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s

❛s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥

❋✐❣✳ ✶✷✳

❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s✐③❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ③♦♥❡s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣

t❤❡ ❧❛r❣❡✲s✐③❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛r❡ ❧♦♥❣❡r✳ ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡❛❦❡r ❝♦♠✲

♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❈r❛❝❦s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦

✐♥✐t✐❛t❡ ♥❡❛r t❤❡ ❧❛r❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❆s t❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♣r♦❣r❡ss❡s ❢✉rt❤❡r✱ t❤❡s❡ ❝r❛❝❦s

❣r♦✇ ✐♥ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❝♦❛❧❡s❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❝r❛❝❦s ✐♥ t❤❡✐r ✈✐❝✐♥✐t②✳ ❚❤✐s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❧❡❞

t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠❛❥♦r ❝r❛❝❦✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡✱ t❤❡ ❝r❛❝❦s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s t❤❛t
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✭❛✮ µp = 40% ✭❜✮ µp = 50% ✭❝✮ µp = 60%

❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❋✐♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝r❛❝❦ ♣❛t❤s ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ s♣❡❝✐♠❡♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t µp s❝❛❧❡❞ ✷✵ t✐♠❡s✳

❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❥♦r ❝r❛❝❦ ❜❡❣✐♥ t♦ ❝❧♦s❡ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ③♦♥❡s

✐♥ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✉♥❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✉❧t✐♠❛t❡❧② ❢❛✐❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❥♦r ❝r❛❝❦

♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳

■rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥✬s ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢

t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝r❛❝❦ ♣❛t❤✱ ✐s ❡✈✐❞❡♥t✳ ❋✐❣✳ ✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞

❝r❛❝❦ ♣❛t❤s ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✹ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ µp = 50%✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡

♠❛❝r♦❝r❛❝❦ ❝r❛❝❦ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ s♣❡❝✐♠❡♥ t♦ s♣❡❝✐♠❡♥✱ t❤❡② ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ❛❧♦♥❣

t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ s✐③❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢r❛❝t✉r❡ ♣❛t❤s✳

✺✳✶✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ❙✐③❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ✉♥❞❡r ❞✐r❡❝t t❡♥s✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✾✮ ✐s st✉❞✐❡❞ ♥❡①t✳ ❙q✉❛r❡ ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤

❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ µp = 50% ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❣r❡❣❛t❡ s✐③❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

dag1 =[38.3mm, 26.5mm 19.0mm 13.2mm 9.5mm 6.7mm]

dag2 =[26.5mm 19.0mm 13.2mm 9.5mm 6.7mm]

dag3 =[19.0mm 13.2mm 9.5mm 6.7mm]

❊❛❝❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞✐❛♠❡t❡r dmax ✐♥

t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠✐①✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✺ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

❋✐❣✳ ✶✻ s❤♦✇s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ str✉❝t✉r❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ✈❛r②✲

✷✺



✭❛✮ ❙♣❡❝✐♠❡♥ ✷ ✭❜✮ ❙♣❡❝✐♠❡♥ ✸

✭❝✮ ❙♣❡❝✐♠❡♥ ✹ ✭❞✮ ❙♣❡❝✐♠❡♥ ✺

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❋✐♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ µp = 50% s❝❛❧❡❞
✷✵ t✐♠❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❙tr❡ss✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥✳

✷✻



✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡ s✐③❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣❡❛❦ str❡ss ✇❛s 2.08−2.13 ▼P❛ ❢♦r s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤

dmax = 19.0mm✱ 2.03− 2.07 ▼P❛ ❢♦r s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ dmax = 26.5mm ❛♥❞ 1.95− 2.02 ▼P❛

❢♦r s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ dmax = 38.3mm✳ ❆❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✻ ✐s t❤❡ ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣

❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r dmax✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❛❞✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ dmax = 19.0mm ❛♥❞ dmax = 26.5mm ❜② ❛ s❤❛r♣ ❞❡❝❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡

❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❢t❡r t❤❡ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤✐s tr❡♥❞ ✐s ❧❡ss

♦❜✈✐♦✉s ✐♥ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ dmax = 38.3mm ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❘♦❞r✐❣✉❡s ❡t ❛❧✳ ❬✸✷❪✱ ❉✉ ❡t ❛❧✳ ❬✾❪ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣ ❛♥❞ ▲✐ ❬✶✺❪❀

❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❍♦r❞✐❥❦ ❬✶✹❪ s✉♣♣♦rt t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✜♥❞✐♥❣s✳

❘♦❞r✐❣✉❡s ❡t ❛❧✳ ❬✸✷❪ ❛♥❞ ▲ó♣❡③ ❡t ❛❧✳ ❬✷✸❪ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t❤❡ ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜r❛♥❝❤

t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝r❛❝❦ ❜r✐❞❣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❝r❛❝❦ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡

❧❛r❣❡r s✐③❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ str❡♥❣t❤ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐✲

♣❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❜②✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛r❡❛

✉♥❞❡r t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❡❛❦ str❡ss ✐♥ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤

❧❛r❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ s✐③❡s ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ❢❛✐❧✉r❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❢❡✇ ❧❛r❣❡

s✐③❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t

t❤❛t ❞❡✈❡❧♦♣s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✐s ❧❛r❣❡r ❞❡s♣✐t❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ❛t ❛ ❧♦✇❡r

❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t u ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✻✮❀ t❤❡r❡❜② ✐♥❢❡rr✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ❝♦❤❡s✐✈❡ ❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✳

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❝r❛❝❦ ♦♣❡♥✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡

❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❛t ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ✐♥ t❤❡ q✉✐✈❡r ♣❧♦ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✼ ♦r ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣

t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ ♠❛tr✐① ♣❤❛s❡s ✐♥

t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✼✳ ■♥ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ dmax = 19.0mm✱ t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝r❛❝❦ ♦♣❡♥✐♥❣ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇❛s 0.009mm✱ ✇❤❡r❡❛s ✐t ✇❛s 0.011mm ❛♥❞

0.018mm ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ dmax = 26.5mm ❛♥❞ dmax = 38.3mm✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✳ ✶✽ s❤♦✇s t❤❡ ✜♥❛❧ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t②♣✐❝❛❧ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ dmax =

38.2mm✱ dmax = 26.5mm ❛♥❞ dmax = 19.0mm✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♠❛❝r♦❝r❛❝❦ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❞❡✲

✈❡❧♦♣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲♠♦rt❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱

t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❝r❛❝❦ t❡♥❞s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡r s✐③❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❚❤✐s ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝r❛❝❦ ❜r✐❞❣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ③♦♥❡s ❛❧♦♥❣

t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s t❤❡s❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✭❋✐❣✳ ✶✼✮✳ ■♥ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str✉❝t✉r❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡

❢❛✐❧✉r❡ ♠❛❝r♦❝r❛❝❦ st✐❧❧ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❡❛❦❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ③♦♥❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

♠♦rt❛r ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡r s✐③❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s

✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞✐❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡s❡

s♣❡❝✐♠❡♥s✱ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❝r❛❝❦ t❡♥❞s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s❡❧② ♣❛❝❦❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✇❤❡r❡

✷✼



✭❛✮ dmax = 19.0mm

✭❜✮ dmax = 26.5mm

✭❝✮ dmax = 38.3mm

❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦♥t♦✉r ♦❢ t②♣✐❝❛❧ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t dmax ❛t ♣❡❛❦ ❧♦❛❞✳

✷✽



t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝r❛❝❦ ❜r✐❞❣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧

❝r❛❝❦s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ s✐③❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❡✳❣✳ ❋✐❣✳ ✶✽❝✳

✭❛✮ dmax = 38.3mm ✭❜✮ dmax = 26.5mm ✭❝✮ dmax = 19.0mm

❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ ❋✐♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r t②♣✐❝❛❧ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢
dmax ♠❛❣♥✐✜❡❞ ✷✵ t✐♠❡s✳

✺✳✶✳✸ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❙♣❡❝✐♠❡♥ P♦r♦s✐t②

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣♦r♦s✐t② ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

♥❡①t✳ ❈♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦ µp = 50% ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣♦r♦s✐t②✳ P♦r♦s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♠❡s♦✲s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❛✐r ❣❛♣s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦

❜❡ ❝✐r❝✉❧❛r ✐♥ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r r❛♥❞♦♠❧② s❛♠♣❧❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 3.0mm ≤ dpore ≤ 5.0mm✳

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❛✐r ❣❛♣s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② ✜❧❧✐♥❣ ✉♣ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡

❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤✐t❡✮ ❛♥❞ ✐s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❛❢t❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦r♦s✐t② ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈✐③✳✱ ✶✪✱ ✷✪ ❛♥❞ ✸✪✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦r♦s✐t② ❧❡✈❡❧

❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✺ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s s♣❡❝✐♠❡♥s ❛r❡

❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ③❡r♦ ♣♦r♦s✐t②✳

❋✐❣✳ ✶✾ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦r♦s✐t② ♦♥ t❤❡ ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s✳ ❆

❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣♦r♦s✐t②✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡

♦❢ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣❡❛❦ str❡ss ✐s 1.86 − 1.92 ▼P❛ ❢♦r s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ③❡r♦ ♣♦r♦s✐t②✱ 1.81 − 1.88

▼P❛ ❢♦r s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ✶✪ ♣♦r♦s✐t②✱ 1.69− 1.74 ▼P❛ ❢♦r s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ✷✪ ♣♦r♦s✐t② ❛♥❞

1.55− 1.63 ▼P❛ ❢♦r s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ✸✪ ♣♦r♦s✐t②✳ ❚❤❡ ❧♦ss ✐♥ ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s q✉✐t❡

s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦ss ♦❢ ✶✵✪ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♦♥❧② ✷✪ ✐♥ t❤❡

♣♦r♦s✐t②✳

❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❡♥s✐❧❡ ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣♦r♦s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞

t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ s✉st❛✐♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❧♦❛❞✳ ❚❤✐s ❝r❡❛t❡s ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥✲
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3% porosity

2% porosity

1% porosity

0% porosity

❋✐❣✉r❡ ✶✾✿ ❙tr❡ss✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦r♦s✐t② ❧❡✈❡❧s✳

♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥❞✉❝✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✈♦✐❞s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t

♦✛❡r ♥♦ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r❛❝❦s ❛♥❞ ♣r♦♠♦t❡ t❤❡ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧

❝r❛❝❦s t❤❛t ✐♥✐t✐❛t❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ③♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❋✐❣✳ ✷✵

s❤♦✇s t❤❡ ✜♥❛❧ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t②♣✐❝❛❧ ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦r♦s✐t② ❧❡✈❡❧s✳ ■t

❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♠❛❝r♦❝r❛❝❦ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡s

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈♦✐❞s ✇❤❡r❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❢r❛❝t✉r❡ t❤❡

s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❆ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♣❛t❤s ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✲

♠❡♥ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♣♦r♦s✐t② ✭❡✳❣✳ ❋✐❣✳ ✶✹❜✮✳ ❋♦r t❤❡ ♥♦♥✲♣♦r♦✉s s♣❡❝✐♠❡♥s✱ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♣❛t❤ ✐s

❣❡♥❡r❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s s♣❡❝✐♠❡♥s✱ t❤❡

♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ❢r❛❝t✉r❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞s✳

✭❛✮ ✶✪ ♣♦r♦s✐t② ✭❜✮ ✷✪ ♣♦r♦s✐t② ✭❝✮ ✸✪ ♣♦r♦s✐t②

❋✐❣✉r❡ ✷✵✿ ❋✐♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥ ❢♦r t②♣✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ♣♦r♦s✐t② ♠❛❣✲
♥✐✜❡❞ ✷✵ t✐♠❡s✳

✸✵



✭❛✮ s♣❡❝✐♠❡♥ ✶ ✭❜✮ s♣❡❝✐♠❡♥ ✷

✭❝✮ s♣❡❝✐♠❡♥ ✸ ✭❞✮ s♣❡❝✐♠❡♥ ✹

❋✐❣✉r❡ ✷✶✿ ❈♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❳❈❚ s❝❛♥♥✐♥❣ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥✳

✺✳✷ ▼❡s♦s❝❛❧❡ ❋r❛❝t✉r❡ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❈♦♥❝r❡t❡ ❙♣❡❝✐♠❡♥s ❢r♦♠ ❳❈❚

❙❝❛♥s

❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ r❡❛❧✐st✐❝

❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❳❈❚ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st✉❞②

♦❢ ❘❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✶❪ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❤②❜r✐❞ q✉❛❞tr❡❡ ♣♦❧②❣♦♥ ♠❡s❤❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s♣❡❝✐♠❡♥✬s

♠❡s♦✲str✉❝t✉r❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✶✳ ❚❤❡ ♠❡s❤❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✐③❡

♦❢ 256 × 256 ♣✐①❡❧s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛♥❞ ❧❛r❣❡st ♣✐①❡❧ s✐③❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r q✉❛❞tr❡❡ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥

❛r❡ 2 ❛♥❞ 32✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✐s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞

t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❥❛❣❣❡❞ ❡❞❣❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣✉r❡❧② q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦rt❛r✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❙♣❡❝✐♠❡♥s ✶✱ ✷✱ ✸

❛♥❞ ✹ ❛r❡ ✻✶✪✱ ✺✼✪✱ ✺✻✪ ❛♥❞ ✺✼✪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✷✿ ❙tr❡ss✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❳❈❚ s❝❛♥s✳

❆❧❧ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t t❡♥s✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✾✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s

✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❧❛✇s ✐♥ ❜♦t❤ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳

❋✐❣✳ ✷✷ s❤♦✇s t❤❡ str❡ss✲❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s✳ ❚❤❡

♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣❡❛❦ str❡ss ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ❛r❡ ❜❡t✇❡❡♥ 1.46 − 1.52 ▼P❛✳ ❋✐❣✳ ✷✸ s❤♦✇s t❤❡

♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢❛✐❧✉r❡ ❝r❛❝❦ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r s♣❡❝✐♠❡♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✷✷

❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✸ t❤❛t t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦✲str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❛ ❤✉❣❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡

♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢r❛❝t✉r❡ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r s♣❡❝✐♠❡♥s ❛r❡ r❡♠✐♥✐s❝❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣❛tt❡r♥s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✽❪ ❛♥❞ ❘❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✶❪✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ❡✐t❤❡r

❢❛✐❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❝r♦❝r❛❝❦ ✈✐③✳✳ s♣❡❝✐♠❡♥s ✶ ❛♥❞ ✸ ♦r ❢❛✐❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t✇♦ ♠❛❝r♦❝r❛❝❦s ✈✐③✳ s♣❡❝✐♠❡♥s ✷ ❛♥❞ ✹✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ r❛♣✐❞ ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ str❡♥❣t❤

♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥s t❤❛t ❢❛✐❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❝r♦❝r❛❝❦ ✐s ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡ str❡ss✲

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥s ✶ ❛♥❞ ✸ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✷✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ s♣❡❝✐♠❡♥s t❤❛t

❢❛✐❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t✇♦ ♠❛❝r♦❝r❛❝❦s ✈✐③✳ s♣❡❝✐♠❡♥s ✷ ❛♥❞ ✹✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s

❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✹✽❪ ❛♥❞ ❘❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✶❪✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡

❧❛❝❦ ♦❢ ❝r❛❝❦ ❜r✐❞❣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇❤❡r❡ t✇♦ ♠❛❝r♦❝r❛❝❦ ❞❡✈❡❧♦♣s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

❛ ❤✐❣❤ r❡s✐❞✉❛❧ ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❚❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞

t♦ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❛❝r♦❝r❛❝❦✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ♠❛❝r♦❝r❛❝❦✱ t❤❡

❤✐❣❤❡r t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦❜✈✐♦✉s ✐♥ s♣❡❝✐♠❡♥ ✹✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♠❛❝r♦❝r❛❝❦ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❜❡ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r s♣❡❝✐♠❡♥s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦❝r❛❝❦ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♦❢ ♠♦r❡
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✭❛✮ s♣❡❝✐♠❡♥ ✶ ✭❜✮ s♣❡❝✐♠❡♥ ✷

✭❝✮ s♣❡❝✐♠❡♥ ✸ ✭❞✮ s♣❡❝✐♠❡♥ ✹

❋✐❣✉r❡ ✷✸✿ ❋✐♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝r❛❝❦ ♣❛tt❡r♥s ❢♦r ❳❈❚ ✐♠❛❣❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥s ♠❛❣♥✐✜❡❞ ✷✵ t✐♠❡s✳
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❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s✐❞✉❛❧ ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❝❧❡❛r❧②

✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ♣❡❛❦ str❡ss

❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

▼❡s♦✲s❝❛❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ✐♥ ❝♦♥❝r❡t❡ ✇❛s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✐♠❛❣❡✲❜❛s❡❞✱ ❤②❜r✐❞ q✉❛❞tr❡❡✲

♣♦❧②❣♦♥ ❙❇❋❊▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❙❇❋❊▼ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♠♦❞❡❧ ❛r❜✐tr❛r② s✐❞❡❞

♣♦❧②❣♦♥s ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦✲str✉❝t✉r❡ t♦ ❜❡ ❛❞❡q✉❛t❡❧②

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ✈❡r② ✜♥❡ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❞tr❡❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② s✐❞❡❞ ♣♦❧②❣♦♥s✳

❆✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡s❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞

q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ s♣❧✐ts t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ❝❡❧❧s ✐♥t♦ t✇♦

❛r❜✐tr❛r② s✐❞❡❞ ♣♦❧②❣♦♥s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s

❛♥❞ ❛✐r ✈♦✐❞s ✐♥ t❤❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❥❛❣❣❡❞ ❡❞❣❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡

❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ♣♦r❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣✉r❡❧② q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

■t ❛❧s♦ r❡♠♦✈❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❛♥ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ✜♥❡ ♠❡s❤ ✐♥ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞

♦t❤❡r✇✐s❡ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ✐rr❡❣✉❧❛r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐❢ ❛ ♣✉r❡

q✉❛❞tr❡❡ ♠❡s❤ ✇❛s ❛❞♦♣t❡❞✳ ❚❤❡ ❙❇❋❊▼ ♠♦❞❡❧s ❡❛❝❤ q✉❛❞tr❡❡ ❝❡❧❧ ❞✐r❡❝t❧② ❛s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②

s✐❞❡❞ ♣♦❧②❣♦♥ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❛♥❣✐♥❣ ♥♦❞❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t q✉❛❞tr❡❡ ❝❡❧❧s

♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✳ ❚❤❡ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ❝❡❧❧s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦r ❛✐r ✈♦✐❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙❇❋❊▼✳

❚❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♣r♦❝❡ss ③♦♥❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡s♦✲str✉❝t✉r❡ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ ♣r❡✲✐♥s❡rt❡❞ ③❡r♦✲

t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♠❡s❤ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆♣♣r♦♣r✐❛t❡

❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❧❛✇s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡

♠❡s❤ ❡✳❣✳ ❛❣❣r❡❣❛t❡✲t♦✲❛❣❣r❡❣❛t❡✱ ♠❛tr✐①✲t♦✲❛❣❣r❡❣❛t❡✳

P❛r❛♠❡tr✐❝ st✉❞✐❡s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❣r❛❞❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❣r❛❞❡❞

❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦✲str✉❝t✉r❡s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t✿

✶✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❢r❛❝t✉r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

❬✶✹✱ ✷✸✱ ✸✷❪ ❡✳❣✳ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡

❞✐❛♠❡t❡r✱ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ ♣♦r♦s✐t②❀ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❜r❛♥❝❤

✐♥ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞✐❛♠❡t❡r✳

✷✳ ❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ t❡♥s✐❧❡ ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t❡♥s✐❧❡

str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ③♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥
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t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛♥❞ ♠♦rt❛r ♣❤❛s❡s✳

✸✳ ❚❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❛ ♣r♦❢♦✉♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✲

❞✐❝t❡❞ ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝r❛❝❦ ♣❛t❤s✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♠❛❝r♦✲

❝r❛❝❦ ❤❛s ❛ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ ❝♦❛❧❡s❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❞✐❛♠❡t❡rs

♦r ❛ ❝♦♥❣r❡❣❛t❡ ♦❢ ❝❧♦s❡❧② s♣❛❝❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳

✹✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❤❡ ❧♦❛❞ ❝❛rr②✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ✉♥❞❡r ❞✐r❡❝t ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞

t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝r❛❝❦ ❜r✐❞❣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞✐❛♠✲

❡t❡rs ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ s♣❡❝✐♠❡♥s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦ ❛s t❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡

♣r♦❣r❡ss❡s ✐♥t♦ t❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✭❋✐❣✳ ✶✷ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✶✼✮✳

▼❡s♦s❝❛❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ r❡❛❧ ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❳❈❚ s❝❛♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞

♦✉t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ ♠❡s♦s❝❛❧❡ ❢r❛❝t✉r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ✉♥❞❡r ❞✐r❡❝t t❡♥s✐♦♥

t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❞♦♣t ✜①❡❞ ♠❡s❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❛t❤s ❢♦r

❢r❛❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② r❡s✉❧t ✐♥ s♦♠❡ ❜✐❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ tr✐❛♥❣✉❧❛r

❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❋❊▼✱ ♠❡s❤ ❜✐❛s✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞

❡✳❣✳ ❬✺❪✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② ❛❞♦♣t✐♥❣ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡

♠❡s❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s✐❞❡ ❢❛❝❡ tr❛❝t✐♦♥s t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❝r❛❝❦ t✐♣ ✜❡❧❞s ❛♥❞

❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ str❡ss ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ❝❡❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r

r❡♠❡s❤❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣♦❧②❣♦♥s ❞✉r✐♥❣ ❝r❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❞✐r❡❝t✐♦♥✳

■t ✐s ❛❧s♦ t♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♣❡rt✐♥❡♥t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts

✐♥ t❤❡ ✉♥✐❛①✐❛❧ t❡♥s✐♦♥ t❡st✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ t✇♦✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠❡s♦str✉❝t✉r❡ ❜② ♣❧❛♥❛r s❡❣♠❡♥ts ✐s ♥♦t

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳ ❆s

❛ r❡s✉❧t✱ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✐♥ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✉r❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❜s❡r✈❡❞

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥ ❝✉❜✐❝ ❝♦♥❝r❡t❡ s♣❡❝✐♠❡♥s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❆❙✷✼✺✽✱ ✷✵✵✾✳ ❆❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞ r♦❝❦ ❢♦r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✳

❬✷❪ ❇❡♥❦❡♠♦✉♥✱ ◆✳✱ P♦✉❧❧❛✐♥✱ P✳✱ ❑❤❛③r❛❥✐✱ ❍✳ ❆✳✱ ❈❤♦✐♥s❦❛✱ ▼✳✱ ❑❤❡❧✐❞❥✱ ❆✳✱ ✷✵✶✻✳ ▼❡s♦✲

s❝❛❧❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ t❡st✿ s✐③❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ ❡♥❡r❣②

❛♥❛❧②s✐s✳ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❋r❛❝t✉r❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✶✻✽✱ ✷✹✷✕✷✺✾✳
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❬✸❪ ❇♦❧❛♥❞❡r✱ ❏✳ ❊✳✱ ❙❛✐t♦✱ ❙✳✱ ✶✾✾✽✳ ❋r❛❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s❡s ✉s✐♥❣ s♣r✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠
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